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Curs 6

Elemente de teoria
grafurilor
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Confinutul cursului

6.1. Definitii
6.2. Memorarea(reprezentarea) grafurilor
6.3. Parcurgerea grafurilor
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Scurte consideratflii istorice

 Originile teoriei grafurilor se gasesc in rezolvarea unor
probleme de jocuri si amuzamente matematice, care au
atras atentia unor matematicieni de seama, cum ar fi:
— Euler
— Hamilton
— Cazlyley
— Sylvester
— Birkoff

« Data nasterii teoriei grafurilor este considerata a fi anul
1736, cand matematicianul Leonhard Euler a publicat un
articol in care a clarificat problema celor sapte poduri si
a prezentat o metoda pentru rezolvarea altor probleme de
acelasi tip.

Proiectarea Algoritmilor - curs 4



Scurte consideratii istorice

- In orasul Kdnigsberg (Kalingrad) existau peste raul Pregel
sapte poduri.
* Problema celor sapte poduri era:

» Se poate face o plimbare peste toate cele sapte poduri,
trecand o singura data peste fiecare pod?
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Problema celor sapte poduri

* Pentru a enunta fara echivoc cerinta logica a
problemei, solutiile care implica fie:

1) ajungerea pe o insula sau intr-o parte de oras altfel
decat trecand podurile, sau

2) accesarea oricarui pod fara a-l traversa pana la celalalt
capat sunt in mod explicit inacceptabile.

» Euler a demonstrat ca problema nu are solutie.

+ Dificultatea cu care s-a confruntat a fost sa dezvolte o
tehnica adecvata de analiza, si teste ulterioare, care sa
enunte aceasta afirmatie cu rigoare matematica.

https://ro.wikipedia.org/wiki/Problema_podurilor_din_K%C3%B6nigsberg
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Problema celor sapte poduri

> In primul rand, Euler a subliniat c& alegerea drumului prin interiorul
fiecarei portiuni de oras este irelevanta.

» Singura caracteristica importanta a unui traseu sirul de poduri traversate.

» Acest lucru i-a permis sa reformuleze problema in termeni abstracti
(punand bazele teoriei grafurilor), eliminand toate caracteristicile, cu
exceptia listei de mase de uscat si podurile de legatura.

» In termeni moderni, a inlocuit fiecare masa de uscat cu un ,nod” sau varf
abstract, iar fiecare pod cu o legatura abstracta, o ,muchie”, care
serveste doar pentru a inregistra care pereche de noduri (mase de uscat)
este conectata prin pod. Structura matematica rezultata se numeste graf.
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https://ro.wikipedia.org/wiki/Problema_podurilor_din_K%C3%B6nigsberg
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6.1. Definitii

» In scopul descrierii unor activitati din cadrul
unui proces de productie sau a relatiilor
existente intre elementele unei structuri
organizatorice se pot folosi imagini grafice
gen diagrame, schite, grafice, etc.

O reprezentare dintre cele mai utilizate este
cea prin grafuri.

« Acestea sunt utilizate n special pentru
vizualizarea sistemelor si situatiilor complexe.
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6.1. Definitii

In general, vom reprezenta:

- componentele acestora prin puncte n plan

- relatiile (legaturile, dependentele, influentele, etc)
dintre componente prin arce de curba cu
extremitatile in punctele corespunzatoare.
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6.1. Definitii

Intre doud puncte pot exista:

« unul sau mai multe segmente (in functie de cate
relatii dintre acestea, care ne intereseaza, exista)

* lar segmentelor:
— |i se pot asocia sau nu orientari (dupa cum se
influenteaza cele doua componente intre ele),
— numere care sa exprime intensitatea relatiilor
dintre componente etc.
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6.1. Definitii
Definitie

Se numeste graf neorientat o pereche
ordonata de multimi (X,U), X fiind o multime
finita si nevida de elemente numite noduri
sau varfuri, 1ar U o multime de perechi
neordonate din X, numite muchii.
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6.1. Definitii

Exemplu:
X =11, 2, 3, 4, 5}
U={1,3),(2,3), (2,5), (3,9}

O,
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Definifie:

* Doua varfuri legate printr-o muchie se numesc
adiacente.

Definifie:

* Muchia [x,y] este incidenta cu varful x si varful y.

Definifie:

« Se numeste gradul unui varf x si se noteaza d(x)
numarul varfurilor adiacente cu varful x.

Observatie:
 Varfurile cu grad 0 se numesc izolate
 Varfurile cu grad 1 se numesc terminale
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6.1. Definitii
Exemplu:

X={1, 2, 3, 4, 5}
U =1{(13), (2,3), (2,5), (3,5)};
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6.1. Definitii

* Un prim element atragator al teoriei grafurilor este
aspectul geometric sau grafic al subiectelor.

« Astfel un graf poate fi reprezentat cu ajutorul unei figuri
plane in care fiecarui varf i se asociaza un punct si
fiecarui muchii(x,y) o linie curba care uneste in plan
punctele ce corespund varfurilor x si y.

« Al doilea aspect interesant este dezvoltarea naturala a
teoriel grafurilor, de indata ce definitia unui graf a fost
prezentata, nofiunile si rezultatele par sa se nasca
singure si in mod spontan, astfel incat cel care
studiaza acest domeniu pare sa aiba impresia ca ar fi
putut fi chiar el insusi creatorul acestui domeniu.
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Exemplu

Fie G=(X,U) astfel incat X=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

u={(1,5),(3,7),(4,6),(9,8),(10,2),(1,2),(9,4),(1,10),(6,8)}.
Reprezentarea in plan a acestui graf este data in

flgura urmatoare: C

10
L
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6.1. Definitii
TEOREMA:
In orice graf (X,U) suma gradelor varfurilor este
de doua ori numarul de muchii, adica
>d(x) =d(x;) +d(X,) + ... +d(x,) =2*m, x€ X,
Unde: m — nr. de muchii, n — nr. de varfuri.
Demonstratie:

Fiecare muchie (X,y) contribuie cu o unitate la
gradul lui X si cu o unitate la gradul lui y, deci
contribuie cu 2 unitati la suma gradelor, si atunci
fiind m muchii inseamna ca suma gradelor este de
2 ori nr. de muchii.
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6.1. Definitii

Definitie

« Un graf partial al grafului G=(X,U) este un graf
G,=(X,V) astfel incat VcU, adica G, are aceeasi
multime de varturi ca G iar multimea de muchii V
este chiar U sau o submultime a acesteia.

« Cu alte cuvinte, un graf partial al unui graf se obtine
pastrand aceeasi multime de varturi si eliminand o
parte din muchii.

* Se mai spune ca un graf partial G,=(X,V) este
iIndus de multimea V de muchii.
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Exemplu: Fie graful G:

Atunci graful G, este graf partial pentru graful G

@ 3
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6.1. Definitii
Definitie
 Un subgraf al unui graf G=(X,U) este un graf
H=(Y,V) astfel incat Y X iar V contine toate

muchiile din U care au ambele extremitati in
Y.

* Prin urmare, un subgraf al unui graf se obtine
eliminand o parte din varfuri si toate muchiile
Incidente cu acestea.
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Exemplu: Fie graful G:

Proiectarea Algoritmilor - curs 21



 Exista tipuri de grafuri care au proprietati speciale
si care intervin in anumite categorii de probleme si
rationamente.

« Ele au denumiri si notatii speciale.

Definitie
Se numeste graf complet cu n varfuri, un
graf care are proprietatea ca orice doua
noduri diferite sunt adiacente.
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6.1. Definitii
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Definitie
Un graf G=(X,U) se humeste bipartit,
daca exista doua multimi nevide A si B astfel
incat X=ANB, si orice muchie u a lui G are o
extremitate in A iar cealalta in B.

Definitie
Un graf bipartit se numeste complet,

daca pentru orice x din A gi orice y din B,
exista in G muchia [x,y].
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6.1. Definitii
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Definitie -

Se numeste lant Tn graful G, o
succesiune de varfuri L=(x{,X,,Xs,...,X,), unde
X1, Xo, X3, ..., X, € X, CU proprietatea ca oricare
doua varfuri consecutive sunt adiacente,
adica exista muchiile [x;,x], cul1>1sii<n.

Observatie:

Varfurile x; si X, s& numesc extremitatile
lantulul, 1ar numarul de muchii care intra in
componenta lantului reprezinta lungimea lantului.
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6.1. Definitii

3 4
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Observatie:

Daca varfurile x;, X,, ..., X, sunt distincte
doua cate doua lantul se numeste elementar,
In caz contrar se numeste ne-elementar.

Observatie:

Un graf este conex daca intre oricare
doua varfuri ale sale exista un lant care le
leaga.
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6.1. Definitii

Definifie

Se numeste ciclu intr-un graf un lant
L=(X{, X5, X3, ..., X,,) CU proprietatea ca X; = X, Sl
ca muchiile [x ;, Xi] sunt distincte doua cate
doua.

Observatie:

Daca varfurile intr-un ciclu cu exceptia primului
si ultimului sunt distincte doua cate doua, atunci ciclul
se numeste elementar, altfel ne-elementar.
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6.1. Definitii
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Confinutul cursului

6.1. Definitii
6.2. Memorarea(reprezentarea) grafurilor
6.3. Parcurgerea grafurilor
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6.2. Memorarea(reprezentarea)
grafurilor

* Fie G=(X,U) un graf neorientat.

* Deoarece intre multimea X cu n elemente si
multimea {1,2,...,n} exista o legatura directa,
atunci exista mai multe modalitafi de a reprezenta
graful G, pentru care se folosesc diverse structuri

de date.

* Reprezentarile vor fi utilizate in algoritmii care
prelucreaza grafuri, deci si in programele care
Implementeaza pe calculator aceiasi algoritmi.
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6.2. Memorarea(reprezentarea)
grafurilor

Selectarea uneia sau a altelia dintre structurile
de date ce vor fi prezentate este in functie de
problema si de algoritmul ales pentru rezolvarea
el.

1) Se precizeaza numarul n de varfuri si matricea
de adiacenta A a grafulul, care este o matrice
patratica de ordinul n.

2) Se precizeaza numarul n de varfuri si, pentru
fiecare varf i, lista L; a vecinilor sai, adica lista
varfurilor | pentru care [i,j] € U.
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6.2. Memorarea(reprezentarea) grafurilor

3) Se dau numarul n de varfuri, numarul m de
muchii, precum si doua tablouri
unidimensionale e, si e, cu cate m
componente fiecare, continand extremitatile
muchiilor grafului, adica

U={ (e,[1].e,[1]), (€1[2]. €,[2]), ..., (e1[m].e,[m]) }
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O varianta de implementare mai naturala ar fi aceea de a
defini un tip de data muchie utilizand tipul struct, care sa contina
cele doua extremitati ale unei muchii, si apoi de a defini un tablou
CuU n componente de acest tip:

typedef struct muchie {
Int X, y;

}

struct muchie u[20];

* Referirea la extremitatile muchiei i se face prin:
— uli].x
— respectiv ufi].y

« Acest mod de reprezentare permite inglobarea naturala in tipul
de date muchie si a altor infomatii asociate muchiilor si este
utilizata in problemele in care muchiile se prelucreaza succesiv,
eventual dupa o modificare a ordinii lor in tabloul u.
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1) Reprezentarea grafurilor folosind matricea de
adiacenta:
Fie graful urmator:

3

4

Graful are n=5 varfuri
Matricea de adiacenta corespunzatoare grafului este:

0O 1 0 0 1 \
1 0 1 1 0
= 0 1 0 1 1
O 1 1 o0 o0

\1 O 1 0 0 /
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Citirea unui graf memorat cu ajutorul matricei de

adiacenta
Varianta 1:

Citirea numarului de varfuri, citirea regiunii de
deasupra diagonalei principale urmata de simetrizare.

#include<iostream>
using hamespace std;
Int main(void)
{
int a[20][20], 1, |, n;
cin>>n;
for(i=1; i<=n; i++) a[i][i] = O;

Proiectarea Algoritmilor
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for(i=1; i<=n-1; i++)
for(j=i+1; j<=n; J++)

{
cin>>a[i][j];
} afj](1] = ali]il;
for(i=1; i<=n; i++) {
for(j=1; j<=n; j++)
cout<<a[i]fj]<<" ";
cout<<"\n";
}
return O;
} 37



Se citesc n - nr de varfuri, m - nr de muchii; n

Varianta 2:
- Initializarea matricel de adiacenta cu zero
- Citirea extremitatii fiecarei muchii
- completarea matricei de adiacenta
#include<iostream>
using namespace std,;
Int a[20][20], i, J, n, m, X, V;
Int main(void) for(i=1; i<=n; i++)
{ {
cin>>n>>m;
for(i=1; i<=n; i++)

for(j=1; j<=n; j++)

for(j=1; j<=n; j++) a[i][j] = O cout<<ali]fj]<<"*;
for(i=1; i<=m; i++) cout<<"\n";
{ }
cin>>x; cin>>y; return O;
alx]ly] = 1; }
\ aly][x] = 1,
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2) Reprezentarea grafurilor folosind listele de vecini
ale fiecarui varf:
Fie graful urmator:

3

Graful are n=5 varfuri :
Listele de vecini corespunzatoare grafului sunt:

Nodul 1: are vecini pe 2,5
Nodul 2: are vecini pe 1,3,4
Nodul 3: are vecini pe 2,45
Nodul 4: are vecini pe 2,3
Nodul 5: are vecini pe 1,3
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3) Reprezentarea grafurilor folosind doua tablouri
unidimensionale in care se retin extremitatile fiecarel
muchii din graf:
Fie graful urmator:

Graful are n=5 varfuri si m=6 muchii

Cele tablouri contin elementele:

e, ={1,1, 2, 2,3, 3}

e, ={2,5,3,4,4, 5}

Atunci graful este format din multimea de muchii:
U={(1,2),(1,9), (2,3), (2,4), (3,4), (3,5) }

Proiectarea Algoritmilor - curs 40



Confinutul cursului

6.1. Definitii
6.2. Memorarea(reprezentarea) grafurilor
6.3. Parcurgerea grafurilor
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Probleme cu grafuri neorientate

1. Memorarea grafurilor neorientate folosind
cele trel modalitati de reprezentare:

a) Matrice de adiacenta
b) Vector de muchii
C) Liste de vecini
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Probleme cu grafuri neorientate

Solutie
#include <iostream.h>

struct muchie{

int i,j;
I3
iInt A[50][50]; Il matrice de adiacenta
muchie M[1000]; /l vector muchiilor
int V1[50], V2[50]; /l liste de vecini
Int n,m; Il n — nr. de noduri, m — nr. de muchii
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Probleme cu grafuri neorientate

Solutie (continuare)
void citire()
{
Int X,y,I;
cin>>n>>m;
for(i=1;i<=m;i++)
{
CIN>>X>>Y:
M[i].i=x; M[i].]=y;
AlX]lylI=AlylIx]=1;
V1[i]=x;
V2[il=y;
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Probleme cu grafuri neorientate

Solutie (continuare)

void afisare()

int i,j;

cout<<"matricea de adiacenta:\n";

for(i=1;i<=n;i++)

{
for(j=1;j<=n;j++)

cout<<A[i][jl<<"";

cout<<end!;

}
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}

cout<<"lista muchiilor:\n";
for(i=1;i<=m;i++)
cout<<M[i].i<<" "<<M[i].j<<end!;
cout<<"lista vecinilor:\n";
for(i=1;i<=n;i++)
{ .
cout<<|<<™: "
cout<<V1[i]l<<","<<V2[i]<< " ";
fout<<end|;

}
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Probleme cu grafuri neorientate

Solutie (continuare)

Int main()

{
citire();
afisare();

}
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Probleme cu grafuri neorientate

2. Se citeste dintr-un fisier de pe primul rand o valoare n
reprezentand numarul de noduri pentru un graf
neorientat si de pe urmatoarele n linii si coloane
matricea de adiacenta corespunzatoare grafului.

a) ldentificati multimea X

b) Identificati multimea U

c) Calculati gradele nodurilor impare

d) Verificati daca graful are varfuri izolate, daca da
afisati nodul, daca nu afisati un mesaj
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Intrebari?
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